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PESO DE LAS MEoIDAS DE ANGULOS EN UN-TRIANGULO

Nos _proponernos en este ensayo, averiguar e] numero de observaciones igual
mente precisas que deben hacerse en los angulos de un trtangulo. para que los
errores relativos en el calculo de los lados, debido a los errores angulares sean
guales.

Sea un triangulo ABC del eual se ha medido dlrectamente un lado, digamo s

AS y nOS proponernos medir edemas independientemente cada uno de sus angu
los, con un numero tal de observaciones que verifique nuest ra proposici6n inicial .

Los valores medidos deben cumpltr Cal") la unica condicion geometries, st..

guiente:

A +B + C � 200" (1)

Supongamos que hernos medido los angulos can un numero diferente - de ob
clones Igualmente precisas y sean estes nA, flB y nc respect ivamenre.

Debidc a los errores de observacion no se verfficprf la condici6n (1) sino que
veremos:

A+B+C=200"+. (2)
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Para lIegar al cumplirniento de la condicicn debemos corregir los ,mgulos en

valores ex, (3, ')' respectivamente, .de tal manera que se tenga:

a+fJ+'Y+e'"o (3)

Por otro lade, la teoria de errores indica que debe verificarse la sigu iente re

iaci6n .para que las correcciones sean las mas probables :

Perc sabemos que los pesos de las_ medidas cuando se trata de observeciones

tgualmente precisas, son proporcionaies al numero de estas, por consiguiente, po
demos escrtbir:

(4)

La ecuacion (4) equivale a un problema de minimun entre tnagnit�des que
deben verificar la condicion rigurosa (3).

EI anal isis infinitesimal indica que este problema se resuelve, derivando con
respecto a cada una de las variables, e

-

lgualar.do a cera las derivadas de lao 'ex ..

presion siguiente;

Obtenemos:

HA ex -I- K = 0

nB (3 -I- K � 0

ncy+K�o
De aqui deducimos:

Los valores de' a, B, ,)" as! determinados son los valores de las correcciones
mas probables aplicables a cada Bngulo y, por 10 tanto, dan la medida del error

problable.
Veamos ahora que 'error relative se obtjcne en el calculo de los lados desco

nocidos a causa' de 'dichos errores.

Tenemos:
c sen ,4,

a ::-.::----

sen C

(6)
cscnB

b=-�
sen C

Log a ,,; Log c + Log sen A -- Log sen C I
Log b � Loge + Log senB -Log sen C I
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Diferenciando obtenemos:

da

de)-;:;-
=

-c- + d (Log sen A) - d (Log sen C)

db de
- = -+ d (Log sen B) -- d (Log sen C)

b e

461

(7)

En este caso las diferenciales de los angulos son a, {3 Y 'Y. Sean adernas DA•
aB Y DC los valores de las diferencias tabulartas de los logaritmos de los senos

de los angt.Jlos A, B, C, para [a untdad diferencial de Ia tabla Iogaritmica y 5U

pongarnosexpresados a, fj,. 'Y. en esta misma unidad, Tendrernos:

d (Log sen A) = allA
d (Log sen B) = fJ 0B
d (Log sen C) = 'Y oc

Substituyendo estos valores en (7), obtenemos:

ldb de
-- =-- + fJIlB-'Y Oc

b c

(8)

Nuestro objetivo es obtener iguales errores relativos en el calculo de los- lados

desconocidos, 0 sea:

da db

Para que esto se venfique es necesario:

Comparando can (5) dedueimos:

nA nB
-=-

OA OB

(9)

Si no sabemos a priori cual sera el lado conocido del triangulo por
-

Ignorarse
el sentido de marcha del calculo dentro de la triangulaclon, debemos extender esta

condici6n al �ngul(} C y se tendra:

(10)
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Esto quiere decir que para obtener igual error relative 'en .el valor.calculado
de los lades, debido a los errores angulares en la medida, debe procurarse que ei
numero de observaciones de cada angula sea proporcional a su dlferencia tabula
ria en Ia tabla del Iogaritmo del .seno,

Cabe observer que d (Log sen x) � cotg x dx por consiguiente, las diferencias
tabularias resultan proporcionales a cotgx.

� De aquf se deduce que podemos expresar tambien el resultado de este estu

dio, diciendo que el numero de observactones de cada angulo debe' ser proporci?nal
a. su contagente.

PRECISI6N REQUERIDA EN LA NIVELACION DE UNA BASE

El objeto de la nivelacion de Ia base es el de ooder hacer la reduce ibn al hori

zonte de las longitudes medidas en' pendiente,

�•. �

f -J(

Sea 1 la distancia medida y h el desnivel entre sus dos extrernos.

Sea edemas lh � (1 � x) la longitud reducida al horizonre. Se tiene:

(1- x)' + h' � /2

Desprectando el terrnino Xl se tiene:

h'
x�-

21
( I)

Desearnos que por efecto de un error en, el valor de -h, el error' en x no pase
de cierto valor d xo' fijado previamente encadafcaso, de acuerdo con Ia precision
general 'de. la medicion.

Dtferenciando la formula (l) tenernos:

hdh
dx � -.---

I.

haciendod x :'< d �o -se 'tiene-:

(2)
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EI termino
h

es para inclinaciones no muy fuertes, la pendlentcde la me-

da,
La formula (2) nos dice:

a) El error admisible en el valor de h es proporcional al error admisible en la

reduccion at horizonte d XO'

b) EI error admisible en el valor de h es inversamente proporcjonal a Ia pen
diente de Ia .Iongitud medida.

De 10 anterior se deduce que para pendientes pequefias no se requiere tanta

precisioncomo -para pendientes.mayores.
Para fijar las ideas, dames a continuacion una tabla que da los valores del error

aclmisible, de h para-valores de (d xo) y f � J
,

.Pendlente Error dxo admisible en mms.

h

L I I I I,I om 0,02 0,05 0,10 0,20 0.50

0,0\ 1.00 I 2,00 5,00 10,00 20,oa,' 50,00
0,02 0,50 I LOO 2.5 5,0

,
10,0 25 °

;"

0.G3 ,0,30 I O,W 1.7 33 6<;> 161
0,04 0,25 0,50 1.25 2,5 \0 12.5

,

005 0,20 0.40 l.0 2,0
,

4,0 10,0
0,06 0,17 030 0,8 [.6 3.3 8.3

, ,

0,08 0,12 0,25 0,6 1.2 25 62
OJO 0,10 010 0,5 LO 2,0 50
0,12 0,08 0.16 0.4 ' , 0,8 1.6 " 4:0
0.15 0,07 0,13 0.3 0] 1,3 3,3
0,20 0,05 OJO 025 0,5 1.0 25
0,25 0,04 0,08 0.2 0,4 0,8 2,0

,

PROBLEMAS DE UN TRAZADO

UBICACI6N ECONOMICA DE OBRAS DE ART!!. DE EJE RECTO

En el estudio del trazcdode obres hidrauhcas-u otras, es corriente tencr que
comparar la sclucion de desarrollarse en una depresiorr o-quebrada siguiendo una

linea de pendiente, con lasoluci6n de selvar el obsta,�u!,(}:p?�:':m��jo de una obra de

eje recto (puente, canoe, sifon, etc.)
.

"0",)
La resolucion de este problema, 'cuando razones de seguridad no .aconseten el

emplco de una de las alternativas, debe rnirar�e desde el aspecto economico y bus
car el costo mfrumo.
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Cuando se esta en, presencia de uriproblema de esta naturaleza, debe hacerse"
un reconocimienro previo, si es necesario con una poligonal taquimetrica sencilla (ca..

si sin puntos de relleno), que permita establecer cuales son las soluciones posibles
y comparables.

Sea (fig I) AB Una curve de nivel 0 de pendiente
a la cual sigue aproximadamente el trazado de un ca

nal Q acueducto.

"

En este caso el reconocimiento completado con' la

poligonal taquimetrica,
.

nos indicara la posibilldad de
tres soluciones comparables,

Sea, K el costo por rr:.' L, _. 'horizontal' de obra a tra

ves de Ie depresion, y k el cost0J;;0r m 1. de desarro
no yAel costa de las .obras 'de' arte varies CI1 una de
terminada solucion.

Sea ademas, L la Iongitud horizontal de la obra
a traves de Iadepresi6n, y I la longitud de desarrollo
contenida en una de terminada solucion y contada a

'b partir de dos puntas arbitrarios.A vB .

. De todas las soluciones pcsibles se debera elegir
aquella para 13 cual resulte menor Ia expresicn.

C�k I +K L. +A. (1

Es':-':�vioente que los valores de' I y L se determinan, fijando arbitrariarnente en

un pr(ri9,jpio, los puntos de empalme entre las secciones de' desarrollo y de', obra

recta';,;l?or esto.vuna vez determinada por la relacion (1) la solucion a emplear, de
.

bemos buscar con mayor exactitud':la Pos'icion: de los puntos de ernpalme, para que
el costo de la solucion sea minimo. Asi, por ejemplo, si se determina como soluci6n

general mas econornica Ia variante 3, siendo los puntos C 'y ,D en un principia ar

'(?Itrarjos, es evtdente que 'previo-un estudio mas detenido, podernos encontrar una

posicion mas ventajosa de dichos puntas. be esto nos ocupamos a continuacion.

',j,;
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La expresion del costo del trazado entre A y B es:

C = I,k + L K + I,k + A

Esta expresion debe ser minima can una posicion mas conveniente de C y D.
Las variables lndependientes son, pues, II Y 12, Aceptamos que las obras de arte

varias no cambian con los pequefios desplazamientos que experimenten C y D, por
10 tanto el costo A es constante,

I
.

Debe verificarse,

dC
'--=0

d I,

de
..__ =0

d I,

Tenemos entonces:

dC d L
-=k+�-[(=o
d I, d I,

(2

dC
---=k+
d I,

.

dL
--K=o
d I,

.

Pero

dL

d I,
=:-'COSUI

dL
-.-=-cos-az
d I,

De donde resulta

k
cos a I

= COS a 2'= COS'a =--

« (3

Se ve que [a posicion de C y D debe ser tal que los angulos- a formados par
las tangentes a las curvas de nivel y la direccion de la obra ,recta, tengan par co

seno a Ia razon entre los costos par m. L del desarrol1o y de la obra de arte,

Supongamos que un acueducto valga $ 200 m. L y un sifcn $ 600 m. L Se
200

tiene cos ex. = -- = 0,33 .

ex "= 70°,
600

'

Este estudic tiene no solamente un interes te6rico, sino que su aplicacion sue

Ie ser muy util en la praetica. En efecto, 51 la obra recta ....
tiene una gran longttud

(algunos kilometres). la "fijaci6n 'mas exactade los puntos de empalnle, 1105 perrni
tira reducir el ancho.de la faja por levantar a 10 largo de ht obra recta. AS1, par

ejemplo, en el caso de no hacer es�e estudio.iel ancho de faja necesario puede pa-
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sar de 300 rnts., en cambloen esta forma, puede bastar un 'ancho inferior a 50 mts.

10 que stgnifica.un buen numero de hecrareas economizadas en el levantamtento.
-La manera de hacer esta determinacion en el terrene puede ser Ia siguiente:
En los puntas C y D se clavan jalones,

/,

_, -

QI._-- ,.

Para rectificar la posicion C, nos trasladamos a este punta y nos desplazamos
sabre [a curva de nivel, provtsto de una brujula de bolsillo u otro instrumento si

milar, yen diversas posicionesmedimos el angulo farmada poria visual al jalon D

y la visual a otro j alon colocado sabre, la curva en que nos desplazamos a una dis
tancia entre 5 y 10 mts. Esta medicion se hace haste 'llegar a un punta C' en' que
el valor del angulo sea, el previamente calculado par la expresion (3).

Una vet. encontrada Ia posicion ele C' hecemos igual cosa con D, hasta encon

trar un punta D'. El cambio deposicion de D influye muy poco en Ia direccion del

eje S1 II es largo. De todos modos esta variacion infiuyemuy poco en la posicion
de C', sfendo par 10 general suficiente una faja de un ancho entre 30 y 50 metros

para ponernos a cubierto de contingencias,

* * ,

La aplicacion de este estudio es util ademas para. el dibujo del eje al trazar

el proyecto una vez confeceionado el plano del levantamiento. En este 'oasose am

plla su campo de accion a los cases ,de cortes y tuneles, los que no es posible ha
cer CD, el terrene debido a Ia no intervisibilidad de los puntas de empalme,




